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S0

S1

Sn-1

Sn

A1

A2

An-1

An

Element terminal
(effecteur)

Base

La plupart des robots (manipulateurs) sont des mécanismes ouvert polyarticulés,
constitués :

• de segments Si (link), corps solide rigides, susceptibles de mouvements par rapport à
la base du robot

• d’articulations Ai (joint), systèmes de liaison entre les différents solides

1. Généralités
Eléments mécaniques

Une articulation Ai (joint), lie deux segments successifs Si-1 et Si, elle limite le nombre
de degrés de liberté de Si par rapport à Si-1 à une valeur mi, qu ’on appelle la mobilité
de la liaison : 0<mi<6. Dans le cas des robots, on utilise souvent des articulations
simples, c-a-d de mobilité unité.

1. Généralités
Typologie des articulations
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1. Généralités
Quelques structures de bras (arm)

1. Généralités
Poignet (wrist)
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Déplacer l ’élément terminal (la pince) avec ou sans charge suivant une trajectoire
désirée → Asservissement de position

Exercer une force désirée sur un objet lorsque l ’élément terminal est en contact avec
celui-ci → Asservissement en force

1. Généralités
Commande du robot

1. Généralités
Commande du robot
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Actionneurs électrique

Actionneurs fluidiques

Interface de

puissance
Actionneur

MCC à aimants permanents

Moteurs synchrones (moteurs pas à pas inclus)

Actionneurs pneumatiques

Actionneurs hydrauliques

2. Systèmes d’actionnement
Structure générale
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ω

Cm
Cr

résistance de l’enroulement (Ω)
inductance de l’enroulement (H)
courant (A)
tension d’alimentation (V)
force contre électromotrice, fcem (V)
constante du moteur
coefficient de frottement visqueux
(Nm/rd/s)
moment d’inertie total (Kg.m2)
vitesse angulaire (rd/s)
couple moteur (Nm)
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2. Systèmes d’actionnement
Actionneurs électrique : Moteur à courant continu
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P+I
boucle de
courant

MCC
ic

Cr

UalimInterface de
puissance

ω

+
-

Capteur
courant

⌠
⌡

θ

i

Capteur
vitesse

Capteur
position

θc

+
-

P+I
boucle de

vitesse+
-

K

Correcteur boucle
de position

Commande en position

2. Systèmes d’actionnement
Actionneurs électrique : Moteur à courant continu

Commande en position

2. Systèmes d’actionnement
Actionneurs électrique : Moteur à courant continu
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Commande en position

2. Systèmes d’actionnement
Actionneurs électrique : Moteur à courant continu

2. Systèmes d’actionnement
Actionneurs électrique : Moteur synchrone biphasé
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T-1 Moteur
Synchrone

biphasé

0

Cr

U1

Interface de
puissance

ω
+

-

Capteur
courant

∫
θ

i1

Capteur
vitesse

Capteur
position

θc

+
-

P+I

+
-

K

Correcteur boucle
de position

i2

Capteur
courant

U2

u1

u2

T

+
-

P+I

id

iq

ud

uq

i1

i2

P+I

2. Systèmes d’actionnement
Actionneurs électrique : Moteur synchrone biphasé

Commande en position

2. Systèmes d’actionnement
Exemple d’actionnement à l’aide de vérins

l1
l2

d2

d3

d3

x2

x1d1

θ 2

θ1

X

Y

Vérin x1∈[x1min, x1max]

Vérin x2∈[x2min, x2max]

P

Calculer les coordonnées
du point P :

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
),(
),(

21

21

θθ
θθ

py

px

y

x

f
f

p
p

Calculer :

),(),( 2122111 xxfxf == θθ
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Objectif : décrire mathématiquement la position et l ’orientation de l ’élément
terminal du robot.

3. Position et orientation des objets

Repérage d’un point de l’espace relativement à un repère de référence

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

z
A

y
A

x
A

A

r
r
r

r

XA

YA

ZA

Repère : {A}

P

rA

: ,, AAA ZYX Vecteurs unitaires donnant les directions principales du repère {A}

3. Position et orientation des objets
Position et orientation d’un repère par rapport à un autre

XA

YA

ZA

Repère : {A}
dA

XB

ZB
Repère : {B}

YB

B
A

B
A

B
A ZYX ,,

Les vecteurs unitaires donnant les
directions principales du repère {B}
relativement au repère {A} sont
notés :

][ B
A

B
A

B
A

B
A ZYXR =

Matrice de rotation du repère {B} relativement au repère {A} (à partir
de {A} comment on trouve les directions de {B}).

T
z

A
y

A
x

AA dddd ][= Vecteur position du repère {B} relativement au repère {A}
(à partir de l’origine de {A} comment on arrive à l ’origine de  {B}).

La position du repère {B} par rapport à {A} est représentée
par Ad, et son orientation par : B

A
B

A
B

A ZYX ,,

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

z
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y
A

x
A

A

d
d
d

d
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3. Position et orientation des objets
Exemples

XA

YA
PYB XB

r

x
Ar

x
Br

y
Ar

y
Br θ

][ B
A

B
A

B
A

B
A ZYXR =Calculer :

Montrer que : T
B

A
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A
A

B RRR )()( 1 == −

XA
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ZA

Repère : {A}

dA
XB

YB

ZB
Repère : {B}

2

2
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=

B
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A

R

d

3. Position et orientation des objets
Angles d ’Euler (φ, θ, ψ)

AZ   de autourde Rotation φ '   AYde autourde Rotation θ ''   AZde autourde Rotation ψ
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3. Transformation homogène

XA

YA

ZA

Repère : {A} dA

XB ZBRepère : {B}

YB

P

rA

rB

Connaissant la localisation d’un point P par rapport à un repère {B} on veut
pouvoir localiser ce même point relativement à un autre repère {A}

• Soit Ad la localisation de l’origine du repère {B} dans le repère {A}

• Soit ARB la matrice de rotation permettant d’orienter le repère {B} comme  le repère {A}

• Soit Br la localisation du point P dans le repère {B}

Le vecteur ARB Br représente la
localisation du point P par rapport à
un repère intermédiaire de même
orientation que le repère {A} mais
dont l ’origine coïncide avec l ’origine
du repère {B}.

Dans ces conditions, la localisation du point P par rapport au
repère {A} s ’écrit : Ar = Ad + ARB Br

3. Transformation homogène

Sur le plan pratique on adopte la forme plus compacte suivante,
appelée transformation homogène : Ar = ATB Br

ATB : Matrice de transformation homogène

XA

YA

ZA

Repère : {A} dA

XB ZBRepère : {B}

YB

P

rA

rB

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

10     0     0

dR
T

A
B

A

B
A

Ad : Vecteur 3x1 de déplacement (localisation de
l ’origine de {B} / {A}

ARB : Matrice 3x3 de rotation de {B} / {A}. On
utilise souvent les angles de cardan.

rRdr B
B

AAA +=

Localisation du point P par rapport au
repère {A} :
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3. Transformation homogène
Angles de cardan ou RTL (Roulis-Tangage-Lacet)

Rotation autour de l ’axe X
Angle de roulis (yaw)

Rotation autour de l ’axe Y
Angle de tangage (pitch)

Rotation autour de l ’axe Z
Angle de lacet (roll)

X

Y

Z

X

Y

Z

X

Y

Z
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⎥
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⎢
⎢
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001
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⎥
⎥
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⎢
⎢

⎣
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−
=
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0
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=
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0
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RZ

XA

YA

ZA

Repère : {A} dA

XB ZBRepère : {B}

YB

P

rA

rB

ZYXB
A RRRR =

le repère {B} peut être orienté comme le repère {A}
à l ’aide de rotations autour des axes XB, YB, ZB.
La matrice de rotation s ’écrit alors :

1. A vector Ap is rotated about ZA by θ degrees and is subsequently rotated about
XA by φ degrees. Give the rotation matrix which accomplish these rotations in the
given order.

2. A frame {B} is located as follows: initially coincident with a frame {A} we
rotate {B} about ZB by θ degrees and then we rotate the resulting frame about
XB by φ degrees. Give the rotation matrix which will change the description of
vector from Bp to Ap.

3. ARB is a 3x3 matrix with eigenvalues 1, eαi and e-αi. What is the physical meaning
of the eigenvector of ARB associated whit the eigenvalue 1?

4. Prove that the determinant of any rotation matrix is always equal to 1.

5. A frame {B}, which was initially coincident with another frame {A}, is rotated
about about the YA axis by θ degrees and then translated dx units along the XA
axis and dz units along the ZA axis. Give the relation between the description Ar of
an arbitrary point in {A} and the description Br of the same point in {B} by a
homogeneous transform.

3. Transformation homogène
Exercices
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4. Modèle géométrique direct d’un
robot à n articulations

X0

Xt

Z0
Yt

Zt

Y0

Il s ’agit de déterminer la relation entre les coordonnées de l ’élément
terminal du robot exprimées dans le repère fixe de référence en fonction

des coordonnées articulaires :

r = f (θ ) avec : θ T = [θ1, θ2,…, θn ], r T = [r1, r2,…, rm ], avec m ≤ n

Le passage du repère de référence au
repère terminal se fait au travers des n

solides du robot

θ  est le vecteur des n coordonnées articulaires, et r le vecteur des
coordonnées opérationnelles

Rq : sur le plan pratique, les données sont les coordonnées opérationnelles,
à partir desquelles il s ’agit de calculer les coordonnées articulaires. Cela

est réalisé à l’aide du modèle géométrique inverse : θ = f -1(r )

4. Modèle géométrique direct
Exemple

l1
l2

d2

d3

d3

x2

x1d1

θ 2

θ1

X

Y

Vérin x1∈[x1min, x1max]

Vérin x2∈[x2min, x2max]

P

Calculer les coordonnées
du point P :

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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⎤
⎢
⎣

⎡
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py
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y

x

f
f

p
p

Calculer :

)(),( 222111 xfxf == θθ



6

4. Modèle géométrique direct
Procédure pour l ’obtention du MGD (Denavit-Hartenberg)

αi-1=ang(Z i-1, Z i)

1. Identifier les axes articulaires. Pour les
étapes 2 à 5 on raisonne sur deux axes
successifs i-1 et i.

2. Identifier la perpendiculaire commune
aux axes i-1 et i. Au point d’intersection
ou au point ou la perpendiculaire commune
intersecte l’axe i-1, assigner l’origine du
repère i-1.

3. Assigner l’axe Zi-1 suivant l’axe de
rotation i-1.

4. Assigner l’axe Xi-1 le long de la
perpendiculaire commune. S’il y a
intersection, assigner Xi-1 normal au plan
des deux axes.

5. Assigner l’axe Yi-1 à l’aide de la règle de
la main droite.

6 Assigner {0} coïncident avec {1} lorsque
la première variable articulaire est nulle.
Pour {N} choisir librement l’origine et la
direction de XN

iii-i

iii-i

i-ii-i

i-ii-i

ZXX
ZXXd
XZZ
XZZa

 deautour  mesurée et   entre angle
 de long le mesurée  à  de distance
 deautour  mesurée et   entre angle
 de long le mesurée  à  de distance

1

1

111

111

=
=
=
=

−

−

θ

α

4. Modèle géométrique direct
Procédure pour l ’obtention du MGD

αi-1=ang(Z i-1, Z i)

Matrice de transformation homogène
Pour passer du repère i-1 au repère i, on peut
toujours effectuer les opération suivantes :

1. Une rotation de αi-1 autour de Xi-1

2. Un déplacement le long de Xi-1 de longueur ai-1

3. Une rotation de θi autour de Zi

4. Un déplacement le long de Zi de longueur di

iii-i

iii-i

i-ii-i

i-ii-i

ZXX
ZXXd
XZZ
XZZa

 deautour  mesurée et   entre angle
 de long le mesurée  à  de distance
 deautour  mesurée et   entre angle
 de long le mesurée  à  de distance

1

1

111

111

=
=
=
=

−

−

θ

α

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−

==
−−−−

−−−−

−

−−
−

1000

0

)()()()(
1111

1111

1

11
1

iiiiiii

iiiiiii

iii

iZiZiXiXi
i

dccscss
dsscccs

asc

dDRaDRT
αααθαθ
αααθαθ

θθ

θα
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N
N

N TTTTT 1
3

2
2

1
1

00 −=

La matrice de transformation homogène permettant de passer des
coordonnées de l ’élément terminal exprimé dans le repère {N} aux

coordonnées dans le repère {0} (0r = 0TN Nr), s ’écrit :

4. Modèle géométrique direct
Procédure pour l ’obtention du MGD

0r = f (θ ) avec : θ T = [θ1, θ2,…, θn ],  f (θ ) = 0TN Nr

D ’où le modèle géométrique direct (MGD) :

4. Modèle géométrique direct
Exemple 1
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4. Modèle géométrique direct
Exemple 2

4. Modèle dynamique
Exemple 1

h

r ϕ

y
x

z

X
G1, m1

z

x

y

X
G2, m2

l

l/2
r

m3

ϕ


